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Resumen

La ensefianza del calculo integral en los primeros semestres de ingenieria representa un reto, pues
los estudiantes suelen percibirlo como abstracto y poco vinculado con la realidad. Con el fin de
superar esta dificultad, el presente trabajo tuvo como objetivo disefiar y aplicar una estrategia
didéctica innovadora que integrara conceptos geométricos, calculo integral y el uso de
herramientas digitales para favorecer la comprension del célculo de volumenes mediante s6lidos

de revolucion. Se empled un enfoque cualitativo de caracter exploratorio a través del desarrollo
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de tres casos de estudio en el aula, en los que los estudiantes trabajaron con modelos fisicos a
escala, software de visualizacion matematica y prototipado en 3D. Los resultados mostraron que
la propuesta fortaleci6é la comprension de los conceptos matematicos, facilité la validacion de
calculos y promovi6 un aprendizaje mas significativo al vincular teoria y practica. En conclusion,
la experiencia demostro que la integracion de recursos manipulativos, digitales y experimentales
contribuye al desarrollo del pensamiento critico, visual y espacial, asi como de competencias

clave para la formacion integral de futuros ingenieros.

Palabras clave: Aprendizaje significativo, Calculo integral, GeoGebra, Geometria, impresion en

3D, modelacion matematica.

Abstract

Teaching integral calculus in the early semesters of engineering programs represents a challenge,
as students often perceive it as abstract and disconnected from real-world applications. To address
this issue, the aim of this study was to design and implement an innovative didactic strategy that
integrates geometric concepts, integral calculus, and digital tools to facilitate the understanding
of volume calculation through solids of revolution. A qualitative and exploratory approach was
applied through three classroom case studies in which students worked with scaled physical
models, mathematical visualization software, and 3D prototyping. The results showed that the
strategy strengthened students’ conceptual understanding, supported the validation of
calculations, and fostered more meaningful learning by linking theory and practice. In conclusion,
the experience demonstrated that the integration of manipulative, digital, and experimental
resources contributes to the development of critical, visual, and spatial thinking, as well as key

competencies for the comprehensive training of future engineers.

Key Words: 3D printing, GeoGebra, Geometry, Integral calculus, Mathematical modeling,
Meaningful learning.

Introduccion

La ensefianza del calculo integral representa uno de los mayores desafios en los primeros
semestres de las carreras de ingenieria. A menudo, los estudiantes enfrentan dificultades al
comprender conceptos abstractos y procedimientos matematicos que carecen, en apariencia, de
una conexion directa con la realidad (Godino y Batanero, 1994; Freudenthal, 1991). Esta situacion
plantea la necesidad de explorar enfoques didacticos que integren teoria, practica y tecnologia

para fomentar un aprendizaje mas significativo y duradero (Santos-Trigo, 2007).
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En este contexto, el presente trabajo surge como una estrategia innovadora que combina
el modelado geométrico, el uso del calculo integral y las herramientas digitales, para facilitar la
comprension del calculo de volumenes mediante solidos de revolucion. A través de una
experiencia practica en el aula, tres estudiantes enfrentan desafios que los llevan a aplicar
conocimientos matematicos en problemas contextualizados, apoyandose en recursos como figuras

fisicas en escala, el software GeoGebra y la impresion 3D.

La aplicacion de GeoGebra como recurso interactivo en la ensefianza de geometria s6lida
ha demostrado mejorar el rendimiento académico y la visualizacion espacial de los estudiantes,
al tiempo que fomenta el aprendizaje basado en problemas contextualizados (Chinyere, Akpan,
Charles-Ogan, & James, 2023). Este proceso no solo fortalece su dominio conceptual, sino que
también estimula habilidades clave en la formacion de ingenieros, tales como el pensamiento
critico, visual y espacial, asi como la resolucion de problemas y el uso de tecnologias emergentes

(Del Rio, 2020; Ortega et al., 2024; Tall, 1991).

El célculo del volumen de solidos de revolucion, desarrollado mediante el método de los
discos (Larson, 2015), se trabaja desde una perspectiva geométrica y analitica, promoviendo asi
una conexion profunda entre las representaciones visuales y simbolicas del conocimiento
matematico. Esta propuesta didéctica se dirige tanto a docentes como a estudiantes de calculo
integral (programa ACF — 0902), que cursan una carrera de ingenieria en el Tecnologico Nacional
de México (TecNM), con el objetivo de aportar herramientas pedagogicas que contribuyan a una
enseflanza mas activa, aplicada y centrada en el desarrollo de competencias esenciales en la

ingenieria contemporanea.

Este procedimiento conecta el razonamiento geométrico con la representacion analitica,
permitiendo que los estudiantes comprendan de manera mas profunda las relaciones entre las

representaciones visuales y simbdlicas de los conceptos matematicos (Larson & Edwards, 2016).

Finalmente, segiin Freudenthal (1991), el estudiante desarrolla una mayor competencia
en la resolucion de problemas cuando, desde una edad temprana, es capaz de transitar con
facilidad entre distintas representaciones. Ademas, la eleccion de una representacion puede surgir
de manera natural, influida por factores como las preferencias personales, el estilo de pensamiento
del resolutor o el intento de superar las dificultades que se presentan al utilizar otra representacion.
En este sentido, Duval (2006) sostiene que la comprension matematica depende en gran medida
de la capacidad para coordinar distintos registros de representacion semioética, lo cual fortalece la
flexibilidad cognitiva del estudiante y mejora su desempefio en la resolucion de problemas

complejos.
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Exposicion del caso

En primer lugar, asignamos un cd6digo unico a cada uno de los estudiantes y

profesores.

Estudiante del tercer caso: E3

e Estudiante del primer caso: E1

o Estudiante del Segundo caso:
E2

El primer profesor: P1

El segundo profesor:

De la actividad a realizar

A los estudiantes se les proporciona una figura geométrica que representa, a escala, un
tanque de almacenamiento. En el desarrollo de esta actividad se consideran diferentes cuerpos
geométricos tridimensionales como se muestra en la figura 1. Cada estudiante elige uno de los

tanques a escala:
Figura 1.

Recipientes para la eleccion

Cada estudiante debera resolver y demostrar analiticamente los siguientes apartados:

o Identificacion del s6lido geométrico:
Especificar qué tipo de solido fue seleccionado (por ejemplo, cilindro, cono, esfera,
etc.) y justificar brevemente su eleccion en funcion de su aplicabilidad como tanque

de almacenamiento.
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Calculo del volumen mediante formulas geométricas:

Determinar el volumen del sélido utilizando las expresiones clasicas de la geometria
euclidiana (Salazar et al., 2020).

Célculo del volumen mediante el método de discos:

Se solicita determinar el volumen de un sélido de revolucion empleando el método
de discos (Larson, 2015). Para ello, el estudiante debera:

» Identificar y representar graficamente una region en el plano, acotada por una
funcion f(x) o f(y), segin la orientacion, que serd definida por el propio
estudiante. Esta region debera estar construida de forma tal que, al ser rotada
respecto a un eje (ya sea horizontal o vertical), genere un solido
tridimensional.

» Aplicar el método de discos para calcular el volumen del sélido generado por
dicha revolucion. El estudiante debera realizar el desarrollo completo del
procedimiento, incluyendo:

o La funcién que define la region generadora.

o Elintervalo de integracion correspondiente.

o La expresion del volumen como una integral definida.
o El célculo analitico del volumen.

» Representar al menos tres configuraciones distintas del mismo sélido o de
solidos relacionados, variando:

o Laorientacion del eje de rotacion (por ejemplo, rotacion respecto
al eje x, al eje y, 0 a lineas paralelas a estos).
o El modo de describir la region generadora (por ejemplo,

expresando la funcion como x = g(y) en lugar de y = f(x)).

El objetivo de este ejercicio es que el estudiante comprenda la flexibilidad del método de discos

y su aplicacion en distintas representaciones geométricas, fortaleciendo la visualizacion espacial

y el dominio del célculo integral aplicado a solidos de revolucion. Ademas, con este ejercicio

demuestran los estudiantes las competencias adquiridas al cursar la asignatura de Calculo Integral.

Verificacion computacional mediante software especializado:

Validar los calculos anteriores utilizando GeoGebra que es un software matematico
de visualizacion y célculo. Se debe graficar el solido generado y comparar los
resultados numéricos obtenidos con las soluciones analiticas.

Validacion experimental mediante prototipado en 3D:

Utilizando el modelo tridimensional exportado en formato STL generado en

GeoGebra, se imprimira el tanque mediante tecnologia de impresion 3D.
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Posteriormente, se realizard una validacion préactica del volumen llenando el

recipiente con un liquido y comparando con el volumen teérico.

A continuacion, presentamos los diferentes casos.
Caso 1 (E1)
El primer estudiante eligio el recipiente a escala que se muestra en la figura2.

Figura 2.

Recipiente elegido por E1

E1: Lo primero que manifiesta es que no cuenta con informacion especifica sobre dicho tanque,
pero menciona que tiene forma cilindrica, similar a los tanques de almacenamiento que ha

observado en refinerias y otras industrias de la zona.
P1: El profesor le pregunta qué informacion necesita para resolver su problema.

E1: El estudiante revisa la informacion disponible y propone utilizar la formula del volumen de

un cilindro:
Nueva Escuela Mexicana Digital (2023)
V =mnr?h
Donde:
V: Volumen [cm3]

r: Radio [cm]
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h: Altura [cm]

Esta formula la pretende usar para responder la pregunta 2; sin embargo, no dispone de los valores

necesarios.

P1: Le pregunta como podria obtener esos datos. El estudiante tarda unos minutos en responder,

ya que se muestra algo desconcertado.

E1: Finalmente responde: "Siempre me dan los datos..."

P1: El profesor insiste: ";Como podrias obtenerlos t(?"

E1: El estudiante responde con inseguridad: "Tal vez midiendo..."
E1: El estudiante dice que tal vez midiendo (no se le ve muy seguro)

P1: El profesor le reafirma que es correcto, que puede medir el modelo, y le informa que hay

material disponible para todos, el cual se presenta en la figura 3:

Figura 3.

Material disponible para todos los casos

E1: El estudiante se ayuda de una regla para realizar las mediciones obteniendo
r=3cm y h=6cm
con estos datos, se calcula el volumen utilizando geometria basica:

V =nr’h = n(3)%6 = 169.64 cm3
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Calculo del volumen utilizando el método de discos (Larson, 2006, pp. 456—457)
E1: Dice que tomara la figura 4 como generadora del volumen:

Figura 4.

Area generadora del volumen

Dado que no se dispone de una funcion explicita de la curva generadora que gira alrededor
del eje (x) para formar el solido de revolucion, se observa que el contorno del cilindro puede

interpretarse como un caso particular de la ecuacion de la recta, ya que es una funcion constante:
y=3

Esto corresponde a un cilindro generado por la rotacion de una recta horizontal alrededor

del eje x, en el intervalo 0 < x < 6. Por tanto, la formula para calcular el volumen es:
V=m f; [R(x)]"?dx  Larson (2006, pp. 456-457)

Sustituyendo con los valores correspondientes:

6 6
= nf [3]%dx = nf 9dx = m(9)(6) = 169.64 cm?®
0 0

E1: Indica que utilizara la figura 5 como base para la generacion del volumen:
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Figura 5.

Area generadora del volumen
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Dado que no se dispone de una funcién que represente la curva generadora que gira
alrededor del eje (y) para formar el s6lido de revolucion, se observa que el contorno del cilindro

puede interpretarse como un caso particular de una funcién constante:
x=3

Esto corresponde a un cilindro generado por la rotacion de una recta vertical alrededor

del eje y, en el intervalo 0 <y < 6. Por tanto, la formula para calcular el volumen es:

V= 7Tff[R(y)]2 dy  Larson (2006, pp. 456-457)

Sustituyendo con los valores correspondientes:

6 6
= nf [3]?dy = nj 9dy = m(9)(6) = 169.64 cm?3
0 0

E1: Afirma que la figura 6 funcionara como elemento generador del volumen en el desarrollo del
modelo
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Figura 6.

Area generadora del volumen

Al no disponer de una funcion explicita para la curva generadora que rota en torno al eje

x, el contorno del cilindro se interpreta como una funcion constante igual a:
y=3

Esto corresponde a un cilindro generado por la rotacidon de una recta horizontal alrededor

del eje x, en el intervalo -3 < x < 3. Por tanto, la férmula para calcular el volumen es:
V =n[ [RC)] dx Larson (2006, pp. 456-457)

Sustituyendo con los valores correspondientes:

V= nf3 [3]?dx = nf39 dx= m(9)(3)— 7 (9)(-3) = 169.64 cm3
-3 -3

Una vez obtenidas las soluciones analiticas, los estudiantes utilizan GeoGebra para
representar visualmente los solidos generados y asi contrastar el valor del volumen dado en
GeoGebra con sus resultados obtenidos en las construcciones geométricas e integrales
correspondientes (Del Rio, 2020; Ortega et al., 2024). Esta herramienta también se aprovecha
para crear archivos STL, con los cuales es posible imprimir modelos fisicos en 3D que refuerzan
la comprension espacial. A continuacion, se presentan el volumen calculado por GeoGebra figura

7, asi como la representacion visual del tanque a escala que proporciona GeoGebra.
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Figura 7.

Comprobacion con GeoGebra
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Después de haber hecho la impresion en 3D utilizando el archivo STL de GeoGebra,
finalmente, los estudiantes llevan a cabo la validacion practica del volumen teorico, llenando el
recipiente impreso en 3D con liquido y transfiriéndolo a una probeta graduada. De este modo,
verifican experimentalmente el volumen previamente calculado mediante métodos geométricos,
integrales definidas y la herramienta GeoGebra. A continuacion, ver figura 8, se presenta la

imagen de la impresion 3D y el momento de la verificacion por parte del estudiante.

Figura 8.

Medicion del volumen
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Caso 2 (E2)
El segundo estudiante eligi6 el siguiente tanque a escala, ver figura 9:

Figura 9.

Recipiente elegido por E2

E2: El segundo estudiante selecciona tanque a escala con el que trabajara. En su declaracion
inicial, menciona que no cuenta con especificaciones del tanque, pero menciona que tiene forma
de piramide con base circular, similar a los tanques de almacenamiento que ha observado en una

industria cervecera que visito y en una industria donde daban tratamiento de aguas residuales.
P1: El profesor le pregunta qué informacion necesita para resolver su problema.

E2: El estudiante dice recordar la formula del volumen de un cono:

V= §TL’T2 h Nueva Escuela Mexicana Digital (2024)

Donde:
V: Volumen [cm3]
r: Radio [cm]

h: Altura [cm]

Se observa que intenta utilizar esta formula para resolver la pregunta 2; no obstante,

menciona que no dispone de los valores pertinentes para su aplicacion.
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P1: Le pregunta como podria obtener esos datos.

E2: Dice: “Nunca me habia pasado esto, que solamente me den una figura geométrica que

representa un tanque a escala...”, seguido de una expresion de confusion: “No sé qué hacer”

E2: El estudiante concluye que, en experiencias anteriores, siempre se le han proporcionado los
datos. Frente a la insistencia del profesor, responde: “Tal vez usted me los puede dar o

midiendo...”, aunque agrega que no esta seguro de como hacerlo o con qué herramientas.

P1: El profesor reitera, al igual que con otros estudiantes, que pueden hacer uso del material

disponible en el aula para medir o calcular los datos necesarios.

E2: Mediciones realizadasr=3 cm y h=6 cm con estos datos, se calcula el volumen utilizando

geometria basica:

1 1
V= §m‘2h = §n(3)2 (6) = 56.54 cm3

Calculo del volumen utilizando el método de discos (Larson, 2006, pp. 456 — 457)
E2: Indica que la figura 10 sera empleada como generadora del volumen:
Figura 10.

Area generadora del volumen

Para calcular la ecuacion de la curva que delimita la region que va a girar para formar el
solido de revolucion el estudiante dice que solamente cuenta con los puntos (0, 3) y (6, 0) con

esto:
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m= Y2=¥1 023 3 _ _ 1
Xo2— X1 6—-0 6 2
La ecuacion es:
1 1
y—3=—->-(x—-0) y=—--x+3

Como no contamos con una ecuacion explicita de la curva generadora que rota alrededor
del eje x para formar el so6lido, se interpreta que el contorno del cono corresponde a la siguiente

funcion:

—1+3
y=-34%

Esto corresponde a un cono generado por la rotacion de una recta alrededor del eje x, en

el intervalo 0 < x < 6. Por tanto, la formula para calcular el volumen es:
V=n[[R(@)]*dx  Larson (2006, pp. 456-457)
Sustituyendo con los valores correspondientes:
6 1 2 4 61 5 6 6
V—nfo[—5x+3] dx = m | X dx—3m [ xdx +9m [ dx
163 62 _ 3
szn?—3n -+ 91 (6) =56.54 cm
E2: Sefiala que la figura 11 serd utilizada como referencia para el solido de revolucion:

Figura 11.

Area generadora del volumen
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Para calcular la ecuacion de la curva que delimita la region que va a girar para formar el

solido de revolucion el estudiante dice que solamente cuenta con los puntos (0, 0) y (6, 3) con

esto:
et =
La ecuacion es:
y—0=%(x—0) y=%x

En ausencia de una ecuacion explicita que describa la curva generadora que rota alrededor
del eje x para formar el solido de revolucion, se puede considerar que la recta que el contorno del

cono.
y=5x

Esto corresponde a un cono generado por la rotacion de una recta alrededor del eje x, en

el intervalo 0 <y < 6. Por tanto, la formula para calcular el volumen es:
V=m f:[R (x)]? dx Larson (2006, pp. 456-457)
Sustituyendo con los valores correspondientes:

61 61 1\ (6)3
V=7Tf [—x]zdx=7rf —x%dx = n(—)g=56.54cm3
. 2 ) 4 4

3
E2: Establece que la figura 12 servird como base para la generacion del volumen tridimensional:

Figura 12.

Area generadora del volumen
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Para calcular la funcion de la curva que delimita la region que va a girar para formar el
solido de revolucion el estudiante dice que solamente cuenta con los puntos (-3, 0) y (3, 3) con

esto:

- 3-0 3 1
m=3’2 Y1 _ —3_1
6 2

X2— X1 343
La ecuacion es:

1 1.3
y—3=35x-3) - y=sx+7

Esto corresponde a un cono generado por la rotacion de una recta alrededor del eje x, en

el intervalo -3 < x < 3. Por tanto, la formula para calcular el volumen es:
V=m f: [R(x)]?dx  Larson (2006, pp. 456-457)

Sustituyendo con los valores correspondientes:

3 3 3

A x =
=7 _3[2x 2] X=T x =

1 3
— x%dx + nf —x dx +TL’J.
34

9
52 .4

1 3 3 3 9 3
=—T[f xzdx+—7rf x dx +—7Tf dx =
2 "), 2 "), 2 ")

1 3% 3 32 9 1 (-3)3
- = = — 4= - [= 7
4n3+2n2 411(3) [47T3

(-3)?
2

+ o +2 7 (—3)] =56.53 cm®

A partir de los resultados analiticos obtenidos, los estudiantes emplean GeoGebra como
herramienta de validacion, ver Figura 13, generando representaciones graficas del solido de
revolucion y comparandolas con sus calculos geométricos e integrales (Del Rio, 2020; Ortega et
al., 2024). En este caso el alumno decidid probar con un sélido de revolucion para comprobar que
le iba a dar el mismo volumen, a pesar de tener una posicion diferente a las mostradas
anteriormente. Posteriormente, mediante la misma plataforma, elaboran archivos STL que

permiten al alumno realizar la impresion tridimensional de los modelos construidos.
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Figura 13.
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Cono generado con GeoGebra

Como paso final del ejercicio, los estudiantes validan de forma préctica el volumen del
solido. Para ello, llenan con liquido el recipiente previamente impreso en 3D y luego vacian su
contenido en una probeta graduada, lo que les permite contrastar el resultado obtenido con los
calculos realizados por métodos geométricos, por integracion definida y con el apoyo de
GeoGebra. En la figura 14 se observa tanto el modelo impreso como el proceso de comprobacion

realizado por un estudiante.
Figura 14.

Medicion del volumen del cono
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Caso 3 (E3)
El tercer estudiante eligio el siguiente tanque a escala (ver figura 15):
Figura 15.

Recipiente elegido por E3

E3: Esto es una esfera, se parece mucho a los tanques de almacenamiento que he visto en la

refineria.

P2: Interesante observacion. ;Y como crees que podrias calcular el volumen de esa esfera?
E3: Profesor, necesito la formula del volumen de una esfera. No la recuerdo.

P2: Puedes buscarla.

E3: La voy a buscar en una de mis libretas o en internet.

P2: Adelante.

(Después de buscarla)

E3: jYa la tengo! La formula es:
= g mr3 Escolares.net (2023)
Donde:
V: Volumen [cm3]
r: Radio [cm]
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h: Altura [cm]
P2: Muy bien. ;Qué vas a hacer ahora?
E3: Necesito medir el radio de la esfera. Para eso, necesitaria una regla flexible.

P2: No contamos con una regla flexible en este momento. ;Puedes encontrar el radio de otra

manera?
E3: Si, puedo usar una tira de papel. La enrollo alrededor de la esfera para obtener su perimetro.

P2: Bien, ahora que tienes el perimetro, ;qué haras? Recuerda que necesitas el radio, no el

perimetro.

E3: Me acuerdo de que la formula del perimetro de un circulo es:

P = nd pero sé que d=§ ,ademasel d =271

Porlo que P = 25cm peroséque d = Z5m _ 7.9582cm ,ademasel d =2r ~ r= %
=79%2 ~ 39782 ~4cm
V=§ mr3 ==§7rr3 == §n43 = 268.08 cm3

Célculo del volumen utilizando el método de discos (Larson, 2006, pp. 456—457)
E3: Seiiala que el calculo sera realizado con base en la figura 16

Figura 16.

Area generadora del volumen
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Para determinar la ecuacién de la curva que delimita la region que se va a rotar para
formar un so6lido de revolucion, el estudiante (E3) menciona que cuenta con la ecuacion general

de una circunferencia con centro en el origen:

donde r representa el radio de la circunferencia en centimetros.

E3 recuerda que ya conoce el valor del radio, por lo que afirma que la ecuacion de la

curva generadora que rota alrededor del eje x*( ) (para generar un volumen) es la siguiente:
x2 +y?2=16

A partir de esta ecuacion implicita, es posible despejar y, obteniendo:

y=+ m
P2: ;La variable x puede tomar cualquier valor?
E3: No sé... creo que solo enteros.
P2: Observa bien la funcion.
E3: Creo que solamente en el intervalo — 4 < x < 4.

Esta curva corresponde a un semicirculo en el intervalo — 4 < x < 4, el cual, al rotar alrededor

del eje x, genera una esfera.

La foérmula para calcular el volumen de un sélido de revolucion generado por rotacion

alrededor del eje x es:
V= nf;[R(x)]2 dx (Larson, 2006, pp. 456-457)
Sustituyendo los valores:
V= nf:[m]z dx = 16 nf_44 dx — nf_44x2 dx

4_3 (_4_)3
V=16n(4)— n— —|16n(—4)— =

3 = 268.08 cm?

E3: Indica que desarrollara su calculo tomando como referencia la figura 17:
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Figura 17.

Area generadora del volumen

p—

9ﬁ y = Jie-x?

D< x <4

Para determinar la ecuacion de la curva que delimita la region que se va a rotar para
formar el solido de revolucion (que en este caso corresponde a media esfera), el estudiante (E3)
menciona que utilizara la misma ecuacion empleada en el céalculo anterior. Sin embargo, aclara

que lo inico que cambiara sera el intervalo de valores de x:

y=++16 —x?

E3: Ahora trabajaré con el intervalo: 0 < x <4

Por tanto, la formula para calcular el volumen es:
V=m f; [R(x)]? dx Larson (2006, pp. 456-457)

Dado que con este intervalo solo se genera media esfera, el resultado debera multiplicarse

por 2:

V=27Tf:[\/16—x2]2dx=327rf: dx—an:xzdx

43
V=32n(4)- Zn? = 268.08 cm?

P2: A continuacidn, se presenta la forma alternativa que propone E3 para hallar el volumen de la

esfera ver figura 18:

Figura 18.
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Area generadora del volumen

En ausencia de una ecuacion explicita que describa la curva generadora que rota alrededor
del eje x para formar el s6lido de revolucion, se puede considerar que dicha curva es parte de una

circunferencia con centro en el punto (4,0), de acuerdo con el diagrama elegido.
La ecuacion de esta circunferencia es:
(x—4)?2 +(y—0)2= 16
Despejando:
x2—8x+16 + y2 =16

y2=16— x*+8x—16

y=++v—x2+8x

E3: Aclara que esta funcion es valida Ginicamente en el intervalo:
0 <x <8
P2: ;Como vas a encontrar el volumen para esta nueva propuesta?
E3: Utilizaré la formula general para calcular el volumen de un so6lido de revolucion:
V=m f: [R(x)]? dx Larson (2006, pp. 456-457)
Sustituyendo con los valores correspondientes al problema, tenemos:

V= nfos[\/—xz + 8x)%dx = —nf08x2 dx + 87rf08x dx
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83 82

V=—-n(=])+ 8n — =268.08 cm?
3 2

Tras resolver los problemas de manera analitica, los estudiantes recurren a GeoGebra

Figura 19 para verificar la exactitud de sus calculos mediante visualizaciones graficas de los

solidos de revolucion (Del Rio, 2020; Ortega et al., 2024). Luego, la generacion de archivos STL

desde esta plataforma les permite llevar sus modelos al entorno fisico mediante impresion 3D,

integrando asi habilidades digitales con el pensamiento geométrico.
Figura 19.

Volumen y esfera generada con GeoGebra
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Finalmente, los estudiantes llevan a cabo la validacion practica del volumen teorico,
llenando el recipiente impreso en 3D con liquido y transfiriéndolo a una probeta graduada. De
este modo, verifican experimentalmente el volumen previamente calculado mediante métodos
geométricos, integrales definidas y la herramienta GeoGebra. A continuacion, se presenta la

imagen de la impresion 3D y el momento de la verificacion por parte del estudiante ver figura 20.
Figura 20.

Medicion del volumen de la semiesfera.
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Discusion

Los resultados obtenidos permiten destacar la importancia de fomentar el aprendizaje
activo mediante actividades manipulativas y visuales. El uso de objetos fisicos, como modelos a
escala, facilitoé que los estudiantes exploraran conceptos abstractos del calculo integral desde una
perspectiva concreta, lo que fortalecio la construccion significativa del conocimiento matematico
y la vinculacién entre teoria y practica. Esta evidencia confirma que el contacto con
representaciones tangibles contribuye a superar la percepcion de abstraccidon que caracteriza a

esta asignatura en los primeros semestres de ingenieria.

Asimismo, la integracion de herramientas tecnologicas en el aula, particularmente
GeoGebra, resultd eficaz para representar graficamente funciones, visualizar sélidos de
revolucion y validar resultados analiticos. Esta experiencia demostrdo que el uso regular de
software de visualizacion matematica facilita la conexidon entre representaciones algebraicas,
geométricas y numéricas, promoviendo un aprendizaje mas integrado y dinamico.
Complementariamente, la incorporacion de la impresion 3D a partir de archivos STL generados
en GeoGebra ofrecid6 a los estudiantes una experiencia multisensorial, consolidando el

pensamiento espacial y reforzando la validacion practica de los calculos.

Otro aspecto relevante fue la necesidad de articular el célculo integral con otras
disciplinas del curriculo de ingenieria. Disefiar actividades interdisciplinarias que conecten la
matematica con areas como el disefio asistido por computadora, la fisica o el dibujo técnico
favorece un enfoque mas aplicado y contextualizado, lo que incrementa la motivacion de los
estudiantes y su percepcion de utilidad del conocimiento adquirido. Para ello, se identifico
también la urgencia de formar continuamente a los docentes en metodologias activas y en el uso
de tecnologias educativas, a fin de asegurar una implementacion efectiva y actualizada de

estrategias innovadoras en el aula.

Finalmente, se reconoce la importancia de evaluar no solo los resultados, sino también
los procesos de aprendizaje. Incluir instrumentos que valoren el razonamiento, la creatividad, el
uso adecuado de herramientas y la reflexion critica enriquece la comprension del avance de los
estudiantes mas alla de la mera obtencion de respuestas correctas. En este sentido, resulta
necesario documentar y compartir experiencias exitosas, contribuyendo a la construccion de

comunidades académicas que fortalezcan la ensefianza del calculo integral y su mejora continua.
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Conclusiones

Fue interesante observar que, en los tres casos analizados, la primera reaccion de los
estudiantes fue sefialar que no contaban con datos o informacion suficiente para resolver el
problema. Esto pone de manifiesto que aiin no estan acostumbrados a identificar y aprovechar la

informacién presente en su entorno.

Sin embargo, a partir de esta experiencia, los estudiantes comienzan a reconocer que ellos
mismos pueden formular sus propios problemas utilizando datos reales o contextuales. Este

cambio de perspectiva representa un avance importante en su proceso de aprendizaje.

En particular, el tercer estudiante fue quien mostré mayores dificultades para iniciar la
tarea. A pesar de esto, con orientacion y trabajo progresivo, logré avanzar y conectarse con la

actividad.

A lo largo del ejercicio, los estudiantes lograron identificar y aplicar diferentes métodos
para calcular el volumen, comprendiendo que todos ellos son validos y conducen al mismo
resultado. Como uno de ellos menciono, “entre mas formas tenga un estudiante para resolver un

problema, més dominio tiene del concepto”.

Ademas, fue evidente que los estudiantes, aunque al principio enfrentaron ciertos
obstaculos, consiguieron aplicar sus conocimientos de geometria analitica, estableciendo
conexiones entre las representaciones graficas y las funciones matematicas necesarias para

resolver el problema.

A través de esta tarea, los estudiantes desarrollan la capacidad de identificar y comprender

las relaciones conceptuales entre las distintas materias que han cursado y que estan cursando.

Los estudiantes expresaron asombro ante la rapidez con la que GeoGebra realiza los
calculos y genera las graficas. Sin embargo, también sefialaron que, si no hubieran realizado
previamente los calculos de manera manual, no habrian comprendido del todo lo que el software
estaba haciendo. Esta observacion resalta la importancia de entender el proceso antes de apoyarse

en herramientas tecnologicas.

Ademas, al trabajar con la impresion 3D del solido, los estudiantes descubren que es
posible contar con un prototipo fisico que les permite verificar que el volumen calculado es
correcto. Aunque se les aclard que el calculo corresponde al volumen de un soélido (y, por tanto,
no es hueco), se optd por imprimir el modelo de forma hueca con el fin de poder comprobar

experimentalmente el resultado.
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Finalmente, se destaca que este tipo de experiencias no solo fortalecen el dominio de
contenidos matematicos, sino que también preparan a los futuros ingenieros para enfrentar

escenarios reales con mayor capacidad de analisis, creatividad y autonomia.
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